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La recta de mı´nims quadrats.
Merce` Farre´
1 Ajust d’un nu´vol de punts
Donats dos punts diferents del pla, (x1, y1) i (x2, y2), hi ha una u´nica recta,
ax + by + c = 0, que passa per ells. A me´s, si x1 6= x2, l’equacio´ de la recta
es pot escriure com y = mx + n. Ara be´, quan es pren una col.leccio´ de k
punts del pla,
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk, yk),
e´s molt dif´ıcil que hi hagi una recta que passi per tots ells. En aquest context
ens podem plantejar la qu¨estio´ segu¨ent: quina e´s la recta y = mx + n que
aproxima o ajusta millor tots els punts? Aquesta pregunta no esta` ben
formulada matema`ticament, ja que “millor ajust” e´s un concepte ambigu.
La recta de mı´nims quadrats o recta de regressio´ resulta d’enunciar un
criteri prec´ıs i espec´ıfic1 per definir que` entenem per millor ajust. Abans
d’explicar el criteri de mı´nims quadrats, presentem alguns exemples per als
quals te´ sentit ajustar una recta a un conjunt de punts.
Les gra`fiques que teniu a continuacio´ representen en un diagrama cartesia`
diversos punts que corresponen a mesures de dues variables. A la figura
de l’esquerra cada punt es refereix a un pa´ıs, per al qual es consideren les
variables mortalitat infantil i esperanc¸a de vida femenina. A la figura de
la dreta cada punt correspon a un esportista, del qual s’han mesurat les
variables pes a l’inici i pes al final de certa competicio´. Aquest tipus de
gra`fiques s’anomenen diagrames de dispersio´ i es diu nu´vol de punts la figura
que descriuen. En tots dos casos, si be´ els punts no estan perfectament
alineats, s’aprecia clarament una “tende`ncia lineal.”
1El de mı´nims quadrats no e´s l’u´nic criteri per formalitzar el concepte de millor ajust,
pero` e´s el me´s popular i l’u´nic que presentem en aquest capitol.
2 La recta de mı´nims quadrats.
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A cada nu´vol de punts li hem superposat la recta de regressio´ que des-
pre´s definirem. La recta proporciona un model senzill, me´s o menys ben
aproximat, per a la relacio´ entre les dues variables i es pot utilitzar per fer
prediccions de noves observacions de la variable y quan nome´s coneixem el
valor de la variable x. Per exemple, la prediccio´ del pes final desconegut, si
partim d’un cert pes inicial donat, sera` el valor que situara` sobre la recta el
punt determinat pels dos pesos.
2 El criteri de mı´nims quadrats
Quan hom es fixa l’objectiu de predir els valors de y a partir dels valors de
x, el criteri de mı´nims quadrats diu que la recta que millor aproxima el nu´vol
de punts e´s la que fa mı´nima la suma de quadrats segu¨ent:
k∑
i=1
(yi − (mxi + n))2.
E´s a dir, la recta que fa mı´nimes les difere`ncies al quadrat entre els valors reals
i les seves prediccions. La figura inferior il.lustra les difere`ncies que es volen fer
mı´nimes: per a cada punt, yi−(mxi+n) e´s la difere`ncia entre el valor realment
observat, yi, i el valor predit sobre la recta, mxi + n. Aquestes difere`ncies,
anomenades residus de la prediccio´, poden ser positives o negatives segons el
punt es situ¨ı per sota o per sobre de la recta. Per evitar que les difere`ncies
positives i negatives es compensin i la suma sigui nul.la, es prenen quadrats.
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y
yi − (mxi + n)
x
En aquest context, el criteri de mı´nims quadrats e´s raonable: ate`s que
els residus mesuren l’error de prediccio´, e´s natural imposar que la suma dels
quadrats dels errors sigui com me´s petita millor.
3 La recta de regressio´: ca`lcul i interpretacio´
dels coeficients
A l’apartat anterior hem definit la recta de regressio´ com aquella aquella que
fa mı´nima la suma de tots els residus al quadrat. Me´s formalment,
y = m̂x+ n̂
e´s la recta de mı´nims quadrats o de regressio´ si m̂ i n̂ so´n tals que la funcio´
de dues variables
F (m,n) =
k∑
i=1
(yi − (mxi + n))2
pren el seu valor mı´nim quan m = m̂ i n = n̂.
Per obtenir els coeficients m̂ i n̂ s’imposen condicions per tal que la fun-
cio´ F (com a funcio´ de dues variables) tingui un extrem2. Aqu´ı ens limitarem
a presentar el resultat final, el sistema d’equacions que cal resoldre per ob-
tenir m̂ i n̂.
Si prenem m̂ i n̂ com la solucio´ del segu¨ent sistema lineal de dues equa-
cions amb dues inco`gnites,
2Es fa la derivada de F respecte de m i s’iguala a zero i el mateix per la derivada de
F respecte de n, resultant un sistema de dues equacions lineals. Les derivades segones
positives garanteixen que es tracta d’un mı´nim
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Joan Girbau
L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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aleshores y = m̂x + n̂ e´s la recta que millor aproxima el conjunt de punts,
{(xi, yi), i = 1, 2, . . . , k}, segons el criteri de mı´nims quadrats.
La solucio´ expl´ıcita del sistema e´s:
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El coeficient m̂ e´s el pendent de la recta i, com a tal, ens indica l’increment
del valor de y quan x s’incrementa en una unitat. Aquest increment de y s’ha
d’entendre en mitjana ja que no totes les observacions s’ajusten a la recta.
El coeficient n̂ e´s el valor predit de y quan x e´s zero, e´s a dir, l’ordenada
a l’origen. Tambe´ s’anomena intercepcio´.
4 Un primer exemple d’aplicacio´
La recta de mı´nims quadrats te´ mu´ltiples utilitats en el camp de les cie`ncies
experimentals, socials i humanes, tant en l’especificacio´ de models de relacio´
com en l’obtencio´ de prediccions. Vegem-ne una aplicacio´ a l’estudi de les
marques d’atletisme. La taula segu¨ent conte´ els re`cords mundials de la prova
de 1500 m des del 1912 fins al 1995.
Any min s Any min s Any min s
1912 3 55.8 1943 3 45 1967 3 33.1
1917 3 54.7 1944 3 43 1974 3 32.2
1924 3 52.6 1947 3 43 1979 3 32.11
1926 3 51 1952 3 43 1980 3 31.36
1930 3 49.2 1954 3 41.8 1983 3 30.77
1933 3 49 1955 3 40.8 1985 3 29.46
1934 3 48.8 1956 3 40.5 1992 3 28.86
1936 3 47.8 1957 3 38.1 1995 3 27.37
1941 3 47.6 1958 3 36
1942 3 45.8 1960 3 35.6
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La qu¨estio´ e´s si a partir d’aquestes dades podr´ıem haver previst el re`cord
mundial de la prova assolit l’any 1998. Amb aquesta finalitat calculem la
recta de mı´nims quadrats, y = m̂x + n̂. Per tal de fer menys ca`lculs pren-
drem com a valors xi els anys 12, 17, 24, . . . , 95, i com a marques nome´s els
segons 55.8, 54.7, 52.6, . . . , 27.37. Aleshores, els valors m̂ i n̂ seran la solucio´
del sistema d’equacions:(
28 1476
1476 91768
)(
n̂
m̂
)
=
(
1154.33
55744.27
)
.
Expl´ıcitament,
m̂ = −0.36567 i n̂ = 60.50222.
Per tant, podem considerar com a possible aproximacio´ al re`cord del mo´n de
1998 la prediccio´:
3 minuts i (−0.36567× 98 + 60.50222) segons.
E´s a dir, 3 min 24.67 s, aproximadament. Ara be´, el re`cord del mo´n assolit el
juliol del 1998 e´s de 3 min 26 s. La previsio´ e´s bastant bona, amb un residu
de 1.33 s. Quina previsio´ de re`cord del mo´n far´ıeu per a l’any 2010?
El me`tode de mı´nims quadrats per trobar la recta de regressio´ s’ha in-
corporat als fulls de ca`lcul i a la major part del programari estad´ıstic i ma-
tema`tic. El segu¨ent resultat, coeficients i diagrama de dispersio´ amb la recta
de mı´nims quadrats, correspon al mateix exemple de les proves d’atletisme
fet amb l’Excel. Alternativament, es podria obtenir utilitzant programari
lliure (OpenOffice, per exemple).
Coeficients
60,5022227
-0,36567225
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El primer coeficient e´s l’ordenada a l’origen i el segon el pendent de la
recta.
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5 Un segon exemple d’aplicacio´: transforma-
cio´ de les dades
Per a acabar aquesta seccio´, considerem una situacio´ lleugerament diferent,
encara en el mo´n de l’atletisme mascul´ı. A la taula inferior hi figuren els
re`cords del mo´n vigents (juny de 2006) des dels 100 m, fins els 20 000 m.
Prova h min s
100 m 9.77
200 m 19.32
400 m 43.18
800 m 1 41.11
1 000 m 2 11.96
1 500 m 3 26.00
3 000 m 7 20.67
5 000 m 12 37.35
10 000 m 26 17.53
20 000 m 56 55.6
Pretenem predir el re`cord vigent dels 25 000 m; re`cord que d’altra banda
e´s conegut: 1 h 13 min 55.80 s. En primer lloc, passem els temps a segons
(vegeu la taula inferior), i seguidament ajustem dos models. El primer mo-
del e´s la recta de regressio´ del temps (segons) respecte de la dista`ncia. Per
obtenir el segon model, pre`viament hem transformat el temps i la dista`ncia
aplicant logaritmes neperians obtenint dues variables noves, lntemps i ln-
dista`ncia. Podeu veure les gra`fiques i els coeficients dels dos models a les
figures segu¨ents.
(segons)
distància temps lndistància lntemps
100 9,77 4,6051700 2,279316466
200 19,32 5,2983170 2,961140829
400 43,18 5,9914650 3,765377425
800 101,11 6,6846120 4,616209033
1000 131,96 6,9077550 4,882498846
1500 206,00 7,3132200 5,327876169
3000 440,67 8,0063680 6,088296296
5000 757,35 8,5171930 6,629825498
10000 1577,53 9,2103400 7,363615612
20000 3415,60 9,9034880 8,136108452
25000 4435,80 10,12663 8,397463262
Model 1:   temps = - 44.91872 + 0.170278 distància
(segons)
distància temps 
100 9,77
200 19,32
400 43,18 Coeficients
800 101,11 -44,91872076
1000 131,96 0,170278029
1500 206,00
3000 440,67
5000 757,35
10000 1577,53
20000 3415,60
Model 2:   lntemps = - 2.87048827 + 1.11481857 lndistància
lndistància lntemps
4,6051700 2,27931647
5,2983170 2,96114083
5,9914650 3,76537743
6,6846120 4,61620903 Coeficients
6,9077550 4,88249885 -2,87048827
7,3132200 5,32787617 1,11481857
8,0063680 6,08829630
8,5171930 6,62982550
9,2103400 7,36361561
9,9034880 8,13610845
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Quin model proporciona una millor previsio´ del re`cord real dels 25 000 m,
sabent que el vigent e´s de 1 h 13 min 55.8 s?
Observacio´: Tingueu en compte que les prediccions del segon model so´n
en logaritmes i que cal retornar-les a les unitats de temps inicials.
Si esteu interessats en marques mundials d’atletisme, podeu visitar l’a-
drec¸a d’Internet segu¨ent
http://www.alltime-athletics.com
Merce` Farre´
Dept. de Matema`tiques
Universitat Auto`noma de Barcelona
08193 Bellaterra
farre@mat.uab.cat
Publicat el 18 de setembre de 2006
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